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準教師從真實情境中建構數學模式
的認知因素分析與機制
左台益* 胡政德**
摘要
數學建模強調現實世界與數學世界間的連結( connections) ，是一種知識
統整的數學能力。本研究主旨在分析與瞭解準教師數學建模歷程中的認知因素
及轉化機制，以做為師資培育課程發展之參考。研究方法採半結構活動設計方
式，觀察蒐集分成五組 26位準教師的建模過程，進行質性分析。
研究結果發現:一、影響準教師建模的認知因素有五項，包括: (l)經
驗提取; (2) 簡化與假設;(3)物件抽取; (4) 物件轉化; (5) 分析數學物件
關係;二、建模過程為一致性，而非跳躍性的思維;三、準教師數學建模轉化
方式主要有兩種:(l)物件模式，著重真實|育境的物件; (2) 操作模式，著重
物件的數學關係。本研究依據研究結果，對數學建模課程活動提出具體建議，
可做為未來師資培育數學建模課程設計之參考。
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Analyzing and Understanding the
Cognitive Factors and Translation
Mechanisms ofPre-service Teachers in
Their Processes ofMathematical Modeling
Tai-Yih Tso* Cheng-Te Hu**
Abstract
Mathematical modeling stresses on the connection between the real world and
mathematics, and it is a mathematicalliteracy related to knowledge integration. This
study aims to analyze and understand the cognitive factors and translation
mechanisms of pre-service teachers in their processes of mathematical modeling.
The results can be considered in developing teacher education programs. The
method is to use semi-structural activities, to observe the modeling process of 26
pre-service teachers divided into 5 groups. Qualitative analysis is employed
afterwards.
The results are in what follows: Firstly, there are five cognitive factors that
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affect pre-service teachers' modeling process: (a) experience recalling, (b)
simplification and supposition, (c) object abs仕action ， (d) object translation, and (e)
analysis of relations among mathematical objects. Secondly, the whole process of
modeling is coherent. Thirdly, there are two ways of translation for pre-service
teachers in their modeling processes: (a) object model, a model consisting of
physical conditions and focusing on physical objects, and (b) action model, a model
consisting of mathematical objects, but focusing on actions on those objects. This
study gives concrete suggestions to mathematical modeling courses according to its
results, and can be considered in designing mathematical modeling courses for
teacher education programs.
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壹、緒論
一、研究背景與動機
培育學生數學能力是近年來各國數學教育研究趨勢與教學重點。數學建
模 (Mathematical Modeling) 能力即列為八種主要數學能力之一 (N凹， 2002) ,
它強調現實世界與數學世界間知識的連結與統合，是一種知識統整的能力。數
學建模起始於對現實世界中具體現象或問題的探索，透過分析問題現象的因素
與結構關係，形成抽象概念的數學系統，建立數學模式以詮釋現象或解決問題
的歷程。楊凱琳與林褔來 (2006 )更明確地詮釋「建模 J '除了要找出問題的
答案，更重要的是，過程中體驗概念化的瞭解、嘗試表徵化的資訊處理、詮釋
模式和現象間的意義，累積這些經驗漸漸形成建模過程所需的能力，以培養學
生的數學能力。
數學建模在教學實務上具體表現出數學內部的溝通，以及數學外部的連
結。近年來，我國的中學數學將連結列為五大能力指標之一，強調連結能力的
重要性。美國數學教師協會 (National Council of Teachers of Mathematics
[NCT間， 2000) 也明確地指出數學內部溝通以及數學外部連結的重要性，如
果數學知識與技能欠缺內部連結，那麼個體必須記憶過多獨立的概念，如果欠
缺外部連結，則無法發現數學知識在其他領域的功能，也無法運用這些數學知
識在其他領域之中。隨著教育的改革，學習數學的重點擴展為五大主題:數與
量、圖形與空間、統計與機率、代數、連結，這樣的一個改變對於台灣數學教
師的教學自然會有相當大的影響，前四大主題為傳統所著重的數學知識，而連
結是近來特別強調的學習主題。教師對於教導連結的課程常常不知所措與產生
困難。根據鄭玉雯 (2004 )針對國內對於數學領域連結主題的落實情形調查研65
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究指出，數學教師雖然認同連結的重要性，但在教學實務上，教師普遍感到困
難，其原因之一在於教師對於「連結」主題缺乏相關的資訊與教學訓練。因
此，瞭解學生如何從真實情境中建構數學模式做為數學建模教學參考是亟需探
討之主題。
楊凱琳與林褔來 (2006 )從高中生數學建模過程研究提出高中數學融入
建模活動的支撐策略，做為在職教師進行專業發展的參考，並明確地指出台灣
數學教育的現況不利於建模教學活動，其主要因素包含教師和學生的既有經
驗、升學考試與現有的數學教材......等因素。要排除這些不利因素，其中之一
是教師需具備數學建模的概念與經驗。因此，如何讓教師其有數學建模的概念
與經驗是一個相當重要的議題，更需要在師資培育發展數學建模活動課程，以
培養準教師建模的能力。
在數學師資培育學程中，專業課程設計的一項重要考量為「從高觀點的
數學連接到中學數學的學習」。這樣一個想法在二十世紀初，教育家 Dewey即
已提出，他認為:
每一個學科課程有為{~ 00 甸:一個 001句是提供給科學家做為科學家
的課程;另外一個看旬，是提供教師做為科學教師的謀程;這~{~
OOi均不是相對矛盾的，布是互補的，但這 d每個也不是可以立即區分
出求的。對於科學家布言，謀程主題是呈現一些真實且應用在處理
新問題與在學術研究......。布對教師是不同的，教師必須連接他們
的經驗至于實童的發展。( Dewey, 1902 ;引自 Sowder ， 2007 )
在一般大學或研究所中，高等微積分、代數學......等通常是在訓練數學
家成為數學家的數學專業課程，並不一定能完全適合數學教師所需要之高觀點
數學。台師大近年來在教學碩士班開授中學教師的分析學、中等教師的代數
學、中學教師的幾何學，目的即是在培養教師以高觀點數學連接中學數學的學66 (當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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習。同樣地，中學教師的數學建模課程亦亟待開發，以做為中學數學教師學習
建模的經驗與概念。
數學建模是一種重要的數學能力，在數學研究所層級的課程中通常會開
設數學建模(數學家的數學建模) ，其強調數學的模式與研究數學模式的方
法。而中學數學的思結，包含了察覺、轉化、解題、溝通、評析，是一連串的
歷程，從一開始察覺生活及其他領域的某些情境中的問題，經過轉化成為數學
問題，再由解題中內部連結將問題解決，透過溝通與評析和其他人分享解決問
題的過程、想法與方法。兩相比較下，很明顯地可以看到高等數學與中學數學
之間的差距，而高等的數學思維一一「數學建模」如何與中學數學「連結 J '
是師資培育課程設計中的一個重要議題，若能先瞭解準教師數學建模活動的過
程及其可能面臨的困難，則可提供中學教師的數學建模課程設計之參考。
近年來，數學建模做為數學教學與學習的相關議題已經引起國際數學教
育的關注與探討。國際數學教育委員會 (The International Commission on
Mathematical Instruction, ICMI) 即在2004年第 14屆國際數學教育會議( The
International Congress on Mathematical Education, ICME) 中以數學建模做為主
要研究主題。一些研究都指出數學建模在學習上的重要性 (Lesh & Doe汀，
2003; Ni蹈， 2002; Schoenfeld, 1992) ，但許多研究也同時指出數學建模並不是一
個簡單的歷程 (Treilibs ， 1979; Treilibs, Burkhardt, & Low, 1980) 。在這些研究
中，描述了數學建模的流程，亦即大學數學建模課程中所描述一般建模歷程，
在目前的研究中鮮少從認知面向來探討數學建模歷程。而Blum (2002) 認
為，數學建模歷程與認知策略是值得研究的重要議題。
二、研究目的與問題
基於數學建模是重要的數學能力之一，而且中學數學學習也特別強調感左台盆、胡政德 67
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「連結 J '教師需具備數學建模的知識與經驗，以引導學生進行建模活動，但
教師對於數學建模的經驗卻是缺乏的。在數學教師培育的過程中，應提供機會
讓準教師有建模的經驗與概念。因此，需要開發準教師的數學建模課程，而課
程開發與設計除了考量專業領域知識，亦需要參考準教師本身的認知發展，若
能先瞭解準教師在數學建模歷程與產生的困難，可以做為重要的參考依據。
因此，本研究目的即在分析與瞭解準教師數學建模的細部歷程，尤其是
理想化與數學化之過程(統稱為形式化過程) ，以做為師資培育數學建模課程
設計的參考。
在數學教育研究社群中，從認知面向來探討數學教育是一個重要的觀
點，而關於數學建模歷程之研究，鮮少從認知面向來探討數學建模之歷程。因
此，本研究從認知的觀點提出以下兩個研究問題，來探討數學建模之形式化過
程:
(一)影響準教師在數學建模過程中進行形式化之認知因素為何?
(二)準教師數學建模過程中形式化的機制為何?
貳、理論架構
本研究之主要目的在分析與瞭解準教師數學建模的歷程，本章主要論述
關於數學建模的理論背景與認知表徵系統，首先從數學建模的意義談起，從結
構觀(何謂模式與數學模式)與過程觀(數學建模歷程)來探討數學建模，最
後再從認知面向引入認知表徵系統來詮釋數學建模歷程，以闡述本研究的理論
架構。
一、數學建模的意義
一般而言，建模是指建立模式來進行操弄、說明及進一步預測，其中，68 <當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
~{，fllf~I·Jl.flii:r;~
模式是指真實世界的表徵物;數學模型是指使用數學的工具和物件(包含電腦
和電腦軟體)所建立的模型 (Mooney & Swift, 1999: 1 )。
科學家或工程學家認為，數學模式已經成為解決真實問題的方法或工
具，而其在建立數學模式時會將問題簡化，只考慮主要的因素，其餘因素則暫
不考慮，只建立一個較粗糙的模式，然後在這個模式為基礎，逐步地考慮次要
因素，進而建立一個與實際狀況更符合的模式。
數學家認為數學建模的重要性，主要來自在數學中扮演了兩個重要的角
色:其一，數學建模是「應用數學的基礎 J (The essence of applied
mathematics) (Peirce, 1956 ; ij I 自 Treilibs ， 1979) ;其二，數學建模是「數學中
的科學方法J (The mathematical equivalent of the “scientific method") (Hall,
1972 ;哥|自 Treilibs ， 1979) 。一般而言，數學家所研究的數學模式通常源自於
複雜的情境，譬如，數學家 Euler從著名的七橋問題發展出圖論、法國科學家
Morlet處理地震波問題發展出小波理論。
以上的觀點皆指出，數學建模是人們認識與探索現實世界的重要方法，
數學建模起始於對現實世界中具體現象或問題的探索，透過分析問題現象的因
素與結構關係，形成抽象概念的數學系統，進而建立數學模式以詮釋現象或解
決問題的歷程。
二、模式與數學模式
「模式 J (Model) 是什麼呢?而「數學模式 J (Mathematical Model) 叉
是什麼?雖然模式是一般日常生活用語，例如，玩具模型 (Toy Model) 、時裝
模特兒 (Faison Model)、量子力學模型、經濟學模式......等等，但卻很難給
一個明確的說明。以下將統整相關文獻，以闡述模式與數學模式。
Niss (1989) 定義一個模式有三個要素 (A ， M, f)'其中， A (Aim) 是具e 左白益、胡致信
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體世界的一個事件，f (包nction) 是一個寫像關係( mapping) 一一將特定的
目標轉化形成一個模式M (Model) 0 Apostel (1960 ;哥|自Warzel ， 1989) 認
為，數學建模的關係結構為 R 恨， P, M, T) 的系統，其中， M (Model) 為模
式; T (Prototype) 為原型; S (Subject) 為組成元素; P (Purpose) 為目的。
建模過程被視為一個關係系統 (R) ，而其中主要的要素為S 、 p 、 M 、 T' 模式
(M) 是從原型 (T) 根據某些目的 (P) 所轉化而形成的，由組成元素 (S)
組成模式 (M) ，譬如，原型是一台真實的飛機，為了讓小孩子玩或個人收
藏，而使用了塑膠原料來製作飛機模型，若為了模擬計算飛機的飛行，而使用
數學方程式來表徵數學模式。因此，數學模式通常是指使用數學表徵所組成的
模式。
以上的定義是以結構觀(物件觀)來定義模式，雖然提供了一些面向來
分析建立模式的因素，我們可以瞭解學生所掌握的數學模式之結構。然而，在
數學學習的過程中，學生必須同時掌握物件 (object) 與歷程 (process) ，所
以，我們還需要分析學生建立數學模式的歷程。因此，我們必須再從過程觀點
來探討模式與建模過程，接著再探討數學建模歷程。
三、數學建模歷程
數學家Euler處理七橋問題是數學建模的一個經典例子。 Euler在處理七橋
問題時，先將真實世界的問題理想化形成一個幾何模式，然後轉化成一筆畫的
圖論模式，再以數學分析方式解決七橋問題。 Euler在其所發展出之數學模式
的系統中計算、驗證其結果，再回到現實世界中詮釋、重置現實的七橋問題，
然後考慮不同情況不斷的循環這個過程，才進一步奠定圓形理論數學抽象系統
的理論基礎。在數學建模中這樣的一個循環過程，在本研究中稱為數學建模歷
程。70 (當代教育研究}季刊第十七卷第四期
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Bur 區lardt ( 1979 )認為，在數學建模的歷程中有四大重要步驟:形式化
( Fonnulation )、求解 (Solution) 、解釋( Interpretation) 、驗證( Validation) 。
Blum (2002) 說明數學建模的歷程主要包含了四個層面:理想化、數學化、
數學操作和詮釋評估(參考圖 1 ) ，而且數學建模是在這四個層面中循環。
Kaiser (2005) 更進一步闡述數學建模過程是先建構出真實模式，再轉化為數
學模式，然而，在應用數學領域中，一般的見解並不區分情境(真實)模式和
數學模式的不同。但是，從一個真實問題到數學問題的轉化是為數學建模的核
I l..i、。
B
其實世界
@
國;
數學世界
A: 複雜情境 I :理想化
B: 情境模式 2: 數學化
c: 數學模式 3 :數學操作
D: 數學結果 4: 解釋評估
資料來源: Blum (2002).
圖 1 數學建模循環模式
楊凱琳與林褔來 (2006 )認為，除了理論上數學建模的四種子歷程:形
成問題和建立模式、數學化此模式、求此數學問題的解、詮釋解答和現實做比
較，也有可能會提出推廣應用的問題。關於推廣與應用，研究者認為此過程偏
向應用，而且不必然發生於建模歷程。
從以上學者的論述，對於數學建模過程已經具有 Blum之循環模式之共
識。本研究即採用 Blum描述數學建模歷程觀點(參考表1)'將數學建模的歷?繁豆瓣獨立點臘議鵬聽聽g臨蠹揖111盟欄目
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表 1 數學建模歷程
楊凱瑞與林福來 (2006 ) Burkhardt
( 1979)
Blum (2002) 、
Kaiser (2005)
理想化 形成問題
形式化(formulation) (簡化或結構化) 建立模式
數學化 數學化模式
求解 (solution) 數學操作(求解) 求數學問題的解
解釋 (in峙中間tation) 詮釋 詮釋解答
驗證( validation) 評估 和
現實做比較
程主要分為四個層面:
(一)理想化:將情境理想化，或者說結構化與簡化，形成一個真實世
界的具體模式。
(二)數學化:將建構的具體模式數學化，亦即將模式轉換成數學的結
構，而形成一個起始情境的數學模式。
(三)數學操作:操作數學模式產生數學結果，例如，解方程式、證
明......等。
(四)解釋評估:於真實情境中解釋數學結果之意義，並檢查模式是否
合理。
數學建模的過程在真實世界與數學世界往返，這之間包含了兩種重要的
模式 II情境橫七與「數學能 tJ 的轉移。
本研究為了探討數學建模中理想化與數學化之過程，將區分「情境模
式」與「數學模式 J '以闡述建模之不同階段過程。
在現實世界的模式稱為「情境模式J '其組成元素是一些具體的事物，且
符合具體的現象與關係'通常以其體情境的語言或符號來呈現，譬如，道路、72_~暫t教育研究〉季刊第十七卷第四期
軍m
地圖、理想化的圓形......等等;而在數學世界的模式稱為「數學模式 J '其組
成元素是一些數學物件，且具結構性的數學概念系統，所以通常會使用數學符
號或其他表徵工具來表徵或呈現模式，例如，函數、方程式、電腦程式......等
等。
然而，在現實生活情境中，並不是每個人都像大數學家 Euler一樣，能夠
快速地掌握核心概念，就將情境以數學表徵來呈現。根據LinWYang (2005)
指出臺灣學生之建模歷程類型可以發現，不管哪一類型的學生建模歷程，學生
都很難發展出情境模式，更不用說要建立數學模式了。因此，下一節將從認知
的觀點來探討數學建模的過程與困難。
四、數學建模之認知表徵系統
Kaput ( 1989 )從多重表徵的認知觀點分析個體建構情境模式之認知過
程，並說明個體是透過建構認知表徵系統的過程來建立現實'I育境的模式(參考
圖 2) 。在一個作業中，可以用多種不同的表徵來表徵情境 (C) ， 譬如，可以
文字表徵 (B) 描述此情境。個體透過閱讀(解析表徵)轉化成為表徵之內在
認知結構 (B cog ) ，再經由表徵詮釋建立此情境的認知表徵 (C cog ) 。在情境
中，某些特徵中蘊含著數量的關{系，這些數量特徵喚起相關的數學形式之認知
表徵(九 og) ，然後個體將其投射於一個外在的形式表徵 (A) 用來表徵情境
(C) 。而這樣一個過程通常重複著循環的模式。
依據 Lesh與Doerr (2003) 模式的定義，他們認為模式是一種概念性系統
(conceptual systems) ，這個系統包括被操作的元素、操作規則、元素或規則
間的相關性。模式，通常是使用外在記號(表徵)系統表示出來，並且使用模
式去建構、描述或解釋其他系統的行為(例如，經濟系統、大氣系統......等
等)。楊左台盆、調政德
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圖 2 建構模式之認知表徵系統
資料來源: Kaput (1989).
·C
情境
(沒提供的)
整合Kaput的想法及 Lesh與Doerr對於數學建模的定義，數學建模過程會從
複雜的情境中透過一些表徵C'I育境描述或條件)來建立對於情境的認知表徵系
統(模式) ，透過解析數量的關係來建立數學模式，以外在的表徵形式(通常
是數學式或圖表)來表徵模式。然而，個體並不是一下就可以建立完備的模
式，通常需要透過不斷地讀取外在文字、符號或圖像與表徵內在認知表徵。因
此，這整個過程必定牽涉複雜的認知歷程。
Dreyfus ( 1991 )明確地指出，建模( modeling) 包含了兩種重要的認知
歷程:抽象過程( abstrating )及表徵過程(reprenting )。其中，
(一)抽象過程:當人們想要瞭解某個問題，就必須透過問題的外部表
徵'經過理解來建立起這個問題的心智模式。
(二)表徵過程:模式即是內部心智的一部分，而內部的表徵無法直接
傳達給其他人知道，所以必須透過外部的表徵來呈現。74 (當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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簡言之，認知是指個人認識客觀事物(表示必須透過抽象過程)與反映
客觀事物的特性與關係(表示必須去表徵這件事情)。因此，數學建模包含了
兩個重要的認知過程，就是個體對於訊息的獲得與儲存(抽象過程)，以及個
體對於資訊的轉換、提取與使用(表徵過程)，這也是影響個體建模過程中的
重要認知因素。因此，在本研究中依據 Kaput與Dreyfus的理論，探討以下兩個
認知面向的問題: (I)如何選取訊息:在具體世界的眾多訊息中，如何選取所
需要之關鍵訊息; (2) 怎麼表徵這些訊息，描述複雜的情境，進而使用數學語
言來描述。
參、研究方法
本研究目的即在分析與瞭解準教師數學建模的形式化過程，在準教師實
際建模活動中，觀察與蒐集準教師如何從真實 'I育境中建立模式，其中也包含了
活動過程中的活動單與討論錄音，用以獲得準教師對於特定問題的想法或觀
點。而我們關注於準教師整個數學建模活動的過程，不在於準教師所建構的模
式是否正確。藉由觀察準教師數學建模的過程與準教師所書寫的活動單與討論
資料，從準教師的觀點出發，可以藉由詮釋性分析來探討他們在數學建模的建
構過程，並由這些分析結果來討論歸納出影響數學建模的認知因素。由於這樣
的研究過程，本研究的特性與質性研究(參考 Bogdan & Biklen, 1998) 相同。
因此，我們需要採取質性研究方法。由於數學建模的觀點與傳統的學習
觀點主要的不同在於，準教師處理的問題是現實的真正問題，以下我們將說明
關於本研究的研究樣本、活動設計、資料蒐集與處理。
一、研究樣本
依據研究目的，本研究之實驗樣本是選擇師範大學數學系的準教師。他豆瓣豁達三臨鐘螂闖闖擱置 1閱單嘲
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們皆具相當程度的數學知識(熟悉高中數學且學過大學微積分與解析幾何) ,
可排除數學知識不足的因素。本實驗樣本為24人，在研究過程由準教師自行隨
機分5組，每組4至6人，以方便準教師們進行討論。(以下為了論述方便，以第
1組代表第一組準教師，依此類推第5組代表第五組準教師)
二、活動設計
數學建模活動要如何選擇適當的數學題材，是研究上的一個大難題，要
在數學教學或學習上，讓學生經驗像數學或科學家一樣針對一個難解問題進行
研究的數學建模的過程是相當困難的。經典的七橋問題是一個典範數學建模例
子，但對於本研究樣本之準數學教師而言，七橋問題是熟悉且已學習過的例
子。因此，我們嘗試找出與七橋問題類似的例子。仔細分析七橋問題可以發
現，此問題有以下這幾個基本特性，本研究設計係依據下列特性找尋一些適合
的主題:
(一)與生活相關、易於瞭解且蘊含數學內容;
(二)不需要太多高深的數學知識;
(三)情境可以形成數學模式而不是發散的;
(四)提供數學內部的連結(例如，幾何與代數的連結)。
本研究分析披薩連鎖店劃分區域的問題，此問題的情境是真實世界的問
題: ，.披薩連鎖店訂購中的客服人員如何決定哪個門市外送披薩 J '這個問題是
與生活相關且容易瞭解的，其背後所蘊含的數學內容為Voronoi圖，是計算幾
何中的基本問題，而所需要的先備知識是一些基本的幾何性質與作圖，數學的
表徵形式包含了幾何圖形與代數符號。披薩連鎖店劃分區域的問題符合這幾個
特徵'而且這個對於準教師而言，是具有挑戰性的問題。因此，本研究以披薩
連鎖店劃分區域的問題做為本研究建模活動的主題。76 {當代教育研究〉季刊第十七春第四期
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根據本研究之理論架構探討的數學建模歷程，數學建模起始於對現實世
界中具體現象或問題的探索。因此，活動 Al 完全在具體情境中發展，以真實
生活情境出發，提供真實的地圖與使用日常生活用語之問題。在此活動中，希
望準教師能往建立模式發展，而不是無目的的思考，故設計三個子問題從開放
性的問題到有條件限制的問題，以引導準教師進行建模活動。然後，研究者欲
瞭解他們會留下哪些東西來幫助解決問題(建立模式) ，在活動 A2要求準教師
寫下或畫出他們所考慮的東西，以分析他們所抽取出的物件，進而探討如何表
徵他們所建立的模式。在活動 A3 中，研究者欲瞭解準教師如何從真實情境過
渡到數學模式，因此，在此活動中從理想化情境出發，給予僅有圓圈符號表是
門市，並設計活動問題讓準教師轉化模式以及詮釋模式。
另一方面，依據本研究理論架構中的認知觀點來設計數學建模之活動，
則包含了兩個重要的面向: (l)如何選取訊息; (2) 怎麼表徵訊息。然而，關
於面向(l) ，受限於研究工具並無法直接觀察到準教師如何選取訊息，因此，
本研究將透過活動問題來引導準教師說明他們如何選取訊息。關於面向 (2) ,
雖然可以直接觀察準教師所使用的表徵，但還必須瞭解他們使用這個表徵的想
法，才能掌握準他們怎麼表徵訊息。
本研究中個別的活動亦具有其研究目的(參考表2) ，活動Al探討理想化
過程中如何選取資訊;活動A2理想化過程中怎麼表徵訊息;活動的數學化過
程中準教師如何選取訊息與怎麼表徵訊息。詳細的活動問題與相對應之活動目
的參見表3 。
三、資料蒐集與處理
數學建模的觀點與傳統的學習觀點不同，本研究為了分析準教師發展數
學模式的過程，設計數學建模學習活動，透過小組方式進行討論，並以活動e 左台盆、胡威信 77
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表 2 數學建模研究設計雙向細目表
1 認知過程
建模過程
理想化過程
數學化過程
活動目的
探討準教師在具體情境下
如何選取訊息。
(c) 考慮最近距離
(給定條件下)
探討準教師在具體情境下
怎麼表徵訊息。
表 3 活動問題與目的
活動 活動問題教述
現在有一個客戶從師大分部訂購 10 個
Pizza' 你是訂購中心客服人員，你會請哪
個門市外送 Pizza給師大分部的客戶。如附
圖 1是台北市某Pizza連鎖店門市分布圖:
a.你(訂購中心客服人員)會請哪一個門市 (a) 開放的問題
Ai 外送Pizza呢?為什麼?
b.如果此 Pizza連鎖的店規:規定要 30分鐘內 (b) 30分鐘限制
送達，那麼你會請哪一個門市送 Pizza呢? (條件限制下)
為什麼?
c.如果請最近的門市外送，你會請那個門市
外送呢?你如何判斷是最近距離?
a. {f]\會留下地圖上哪一些有用的訊息，以說
明前一個活動中的三個問題?並將它繪製
A2 在下面空白的地方?
b.你會給所繪製的圖哪些標示?並且說明一
下。
a.如果你是這個 Pizza連鎖店的總經理，你會探討準教師在從真實模式
如何將附圖2規劃成若平外送區域?為什至數學模式。
麼要這樣劃分區域? (a) 探討如何發展模式。
的 b.如果客戶剛剛好在你劃分的區域邊界上， (b) 探討如何表徵模式。
你會如何處理?為什麼?
c.兩個區域的邊界是什麼形式?直線?曲 (c) 探討如何表徵模式。
線?並且說明一下。78 {當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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附圖 1 台北市某 Pizza 連鎖店門市分佈圖
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附圖 2 台北市某 Pizza 連鎖店各門市位置簡圖發左台益、胡致信 79
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單、討論錄音及上台講解錄影等各種方式來蒐集多樣的資料。
活動中透過活動單來蒐集準教師個別的資料，而且每一組提供一支錄音
筆錄音來蒐集小組之間的討論。除此之外，並架設一台攝影機攝影準教師分組
討論情形及上台發表的結果。
資料處理將所有蒐集相關文件掃描至電腦存檔，以方便資料搜尋以及引
證。而課堂討論錄音及錄影除了以電腦檔案形式儲存外，並以逐字稿形式記錄
以方便分析。因此，本研究資料蒐集包括準教師個人的活動單、課堂小組討論
錄音及分組上台講解錄影等各種方式來蒐集多樣的資料，並以詮釋性研究的方
法進行討論分析。
肆、研究分析與討論
一、影響準教師數學建模過程中形式化之認知因素
本節從認知的觀點分析準教師處理現實世界中真實情境問題的過程。由
資料顯示，主要可以區辨出五個重要認知因素(參考表4)' 且準教師的表現叉
可分為兩類(類型 I 、類型 II )。以下依據準教師在數學建模活動中所蒐集之
資料分析說明影響其形式化的認知因素。
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如何選取訊息、 怎麼表徵訊息
(3)抽取物件 (1)提取經驗
(2) 簡化與假設
(4) 物件轉化 (5) 分析數學物件關係 數學化過程80 (當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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(一)提取經驗
活動Al完全在具體情境中發展，以真實生活情境出發，提供真實的地圖
與使用日常生活用語之問題。
第 1組認為要將地區劃分，如此，外送人員較熟悉，外送較方便。第 3組
認為以最近的三間店(永和、師大、景美)考量，而且興隆店生意較差，所以
請興隆店送。第 5組考慮將區域劃分。我們可以發現這三組都以生活經驗做為
思考真實情境問題的主要依據，他們從生活經驗中分析區域、時段及人力等具
體因素做為解決問題的思維主軸。
第2組與第4組都在地圖上使用圓規作圓的方式來做決定和說明問題的處
理方式。在他們的討論中，雖然曾討論到其他具體因素，但主要思考問題的方
式仍是以數學工具做為分析具體情境。
從準教師一開始在處理具體的情境問題，可以區分出兩種類型:
類型 I :他們一開始討論哪個門市外送，在相互討論過程中，他們舉出
了一系列要考慮的因素，大多是具體且複雜的因素。譬如，直接聯想到哪個門
市比較適合，或考慮、實際騎車的距離......等等。
類型 II: 他們一開始先討論地區]上的外送Pizza的地點，然後以地圖上外
送Pizza的地點，使用圓規畫圓，逐漸擴大圓。他們以數學的經驗或技巧來解
決問題，其背後蘊含最近距離的想法。
比較兩個類型的異同，類型 I 所提取的經驗主要以生活經驗為主，類型
E所提取的經驗主要以數學經驗為主。換言之，兩種類型的主要差異在於其所
提取的經驗內容及技能。
(二)簡化與假設
活動 Al 之問題 (a) 以開放性的問題讓準教師探討情境，接著在問題
(b) 與問題 (c) 加入限制條件。設計這三個子問題從開放性的問題到有條件嚷嚷讓這鑫LC幽現翩翩 II臨贖回臨瞞自
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限制的問題，其主要目的在引導準教師進行建模活動，從這過程中探討準教師
如何進行建模。以下敘述研究發現:
類型 I 在問題 (b) 的條件限制下，他們開始注意時間的因素。他們開始
考慮選擇比較近的門市都以交通條件為主。這裡以第 1組準教師討論為例:
Sl :學萎的(店)我不知道在哪種
Sl :可是看地圖覺得好遠喔!到底真的是那麼遠嗎?
Sl :因為你看師大店才這麼一段，然 f是素英
S3 :差不多在哪裡?
Sl :真的在那裡嗎?這樣子的話還蠻近的。
S2 :你要看交通怎樣\
Sl :丈通的話
曰:師大店是比較近，可是遇到那種大紅綠燈，就是最後還 b 那一
個，那個就要等。然後景美那個是......
Sl :景美?
S2 :素英(店)就是也是直線
Sl :噁
曰:就是也是直線，就也是直線，轉左邊就到了!那個停的紅綠燈
比較少，不是比較少
Sl :比較快
曰:對啊!
曰:好啊!
在問題 (c) 中討論最近距離的時候，他們考慮交通、街道等具體因素
(具體的環境因素)，並以實際的行進距離來描述最近距離。他們在地圖上使82 <當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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用折線、棉線、頭髮去測量距離，而其中有第5組想要使用電腦模擬計算，並
說明其好處在於可同時考慮包含街道、交通等因素，以精確估算出距離與時
間。
類型 I 經過問題 (b) 及問題 (c) 進一步反思生活中具體的經驗，將各
種具體條件綜合討論，例如，交通的問題、城市街道，因而發展出使用道路路
徑來描述距離。縱然是在平面地圖上處理，但由於具體因素太過於複雜且太過
抽象讓準教師無法操弄，只能一直憑空想像，使得部分準教師甚至想要使用電
腦來模擬計算(使用電腦計算出距離與時間)。
類型 E 經過問題 (b) 的條件限制下，他們加入了生活經驗來說明，強化
了他們找最近的門市的想法，並分析問題中的關鍵因素。這裡以第2組的討論
為例:
S6 :我覺得這邊應該要考慮紅綠燈、時段、人力分配、熱鬧程度
S5 :考慮熱鬧程度的話，師大本部會比景美熱鬧
S6 :對啊!所以我們要挑不熱鬧的地方~相對苟言
S5 :噁!噁!比較不熱鬧
的:我根本不知道哪一家的人手比較多
S6 :還有時段的問題!早上啊中午晚上啊!訂的量一定不一樣
S5 :喔!針。星
的:可是我們能考慮的只有丈通銀熱鬧程度布已
在問題 (c) 中的討論，他們以目測及直線距離來描述最近距離，雖然他
們同時有直弄駐巨離以及曲線距離的想法，但是，他們知道他們現在暫時不要考
慮具體的因素或將道路視為次要的因素。這裡以第 2組準教師為例子，他們進
一步分析三個門市之間的關係，然後想到三點做中垂線區塊劃分。下面是他們? 涼:線希字)
的討論:
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S6 :純粹考虛距離苟言，好像可以
“:我想到三點做中垂線區塊 fl 分......也是到三頂點等距離
S6 :你在這袒一定是這一家
S6 :我們利用那個簡單的方法試看看
S7 :你說中垂線。盧
類型 E 在複雜的具體情境中，從問題 (b) 到問題 (c) 的過程，雖然還
是會考慮紅綠燈和熱鬧程度等具體的因素，但最後仍以數學的距離觀念做主
軸，將其體的條件暫時不考慮，做一些假設條件(假設純粹考膚、距離)。他們
將門市轉化成地圖上的點，然後發現三點之間中垂線的關係'逐漸進入問題簡
化與假設條件的理想化過程。
比較兩個類型的異同，類型 I 同時考慮許多條件因素，簡化問題的程度
較弱，形成一個較具體的情境模式。類型 E 能假設條件將問題簡化，逐漸進入
問題簡化與假設條件的理想化過程，形成了一個比較理想化的情境模式。
(三)抽取物件
在活動A2中，要求準教師留下所需要的訊息，藉此來觀察在其體情境
下，抽象化及符號化的複雜度。在所蒐集的資料中，經過分析發現，類型 I 與
類型 E 有些相同的地方與相異的地方。以下分別從相同處與相異處做說明。
1.類型 I 與類型 E 的相同處
(1)保持門市相對位置:他們保持地圖上面門市的相對位置，例如，以
描圖的方式，先以各組保留的門市個數統計，發現 24位準教師中有 2個人保留 2
個門市， 11個人會保留 3個門市， 7個人會保留 4個門市， 3個人會保留 5個門
市， 1個人會保留全部門市(參考表 5) 。84 正當代教璽朝軍}季刊第十七卷第四期
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各組準教師所留下的門市之統計表
店數
表 5
全部保留
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5 個門市
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4 個門市
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3 個門市
34
句3011
11
2 個門市
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組別
第 1組
第2組
第 3組
第4組
第 5組
總人數
再以個別門市統計分析準教師所萃取的門市主要是哪一些。我們發現 24
個人全部會留下師大店與景美店，而有 6個人留下永和店，有 14個人留下興隆
店，有 4個留下木柵店的，只有 1個人保留全部的門市(參考表 6) 。我們發現，
大部分準教師會萃取訂購 Pizza附近的門市;換句話說，他們會萃取問題相關
的訊息，一些不相關的訊息大部分會排除，而且準教師大部分都會以局部的模
式來處理這個具體問題。
更多 木柵店
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表 6
門市
人數
(2) 留下重要道路:他們會將一些道路留下來表示門市到客戶之間的距
離，甚至有些人會考慮河流、紅綠燈等等具體物件。
(3)標示門市名稱:他們都以門市名稱代表門市。
我們發現準教師們所抽取的物件都差不多，無論一開始是否使用數學的
工具。下面兩張圖分別是真實世界的地圖(如圖 3) 與準教師解決 Pizza連鎖店. 左台盆、胡致信 85
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外送問題留下來的圖形(如圖 4) 。
圖 3 P泣za 連鎖店分布地圖
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比較地圖與他們所留下的圖形可以發現，他們都會萃取其體物件，會留
下門市位置、重要的道路，以組成情境圖示，形成情境模式。
2類型 I 與類型 E 的相異處
類型 E 特別描述具體物件之間的關係，不只是單純地簡化情境形成模
式，他們可能會進一步地在模式上操作，例如，將 3個門市視為 3個點，做兩兩
之間的中垂線(參考圖 5) 。雖然類型 E 也會注意具體物件，但相較之下，類型
I 只注重物件的性質(參考圖 6) 。因此，將類型 E 形成的模式稱為操作模式，
類型 I 所形成的模式稱為物件模式。
從以上比較兩個類型的異同，可以發現以下兩類的特徵:
類型 I :在這些問題情境中，他們強調實際路徑及其他具體因素的交錯
關係，因此從情境中抽取出來的物件，除了門市與外送地點之外，還有地圖上
重要的道路，顯示仍在真實情境中思考問題。86 (當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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圖 5 專注於物件操作
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圖 6 專注於物件性質
類型 II: 在這些問題情境中，他們以數學方式處理真體情境，因此從情
境中抽取出來的物件只剩下門市與外送地點，而地圖上重要的道路被視為次要
的考慮因素，形成了一個比較理想化的情境模式。
(四)物件轉化與分析數學物件開係
在活動的中，蒐集準教師如何從真實情境過渡到數學模式的資料，依據
他們所發展出來的模式來進行分析。
類型 I 所發展出來的模式:第 1組想具體存在的街道來畫分區域，以考慮
其體條件為主(如圖7)'在圖形中的線條是一些地圖上的道路，且將圖形不規
則地分割成每個門市一個區域。第 3組與第 5組有使用數學的方法來劃分區域
(圖 8和圖 9)' 但是，他們受到具體情境的條件和限制影響。第 3組的想法是將
圖形分成幾個區域，然後將整個圖形區分成四個部分，而這些邊界是部分門市
之間的中垂線。第 5組想像擴散的方式來畫分區域，然後以各個門市畫圓來形
成區域的劃分。
類型 E 所發展出來的模式:第 2組與第 4組將門市視為點，使用數學工真
來幫助他們解決問題，利用中垂線去劃分區域(如圖 10和圖 11) ，這是 Voronoi
圖的幾何表徵形式。. 左台盆、讀畢ft.
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圖 10 活動 A3 第 2 組 圖 11 活動 A3 第 4 組88 {當代教育研究〉季刊第十七春第四期
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類型 I 所發展的模式著重具體情境的情境模式，並以具體的物件來表
徵'類型E 所呈現的模式則是以幾何圖形來表徵 (Voronoi圖之幾何圖形)。
接下來，藉由形成模式的過程比較類型 I 與類型 II' 分析兩種類型不同
的認知因素。研究者發現以下兩個主要因素:
1.物件轉化
第 1組一直著重具體情境，以他們劃分區域的方式，他們在這裡沒有引進
數學的方法或連結數學的經驗。第 3組與第5組在活動A3雖嘗試引進數學的方
法來幫助他們解決問題， {且還沒完全脫離具體情境，仍然考慮許多具體的條
件，例如，第3組考慮、每一區要負責差不多的區域，第 5組認為每個門市負責的
區域是圓形的範圍。
第2組與第4組在活動Al中，對於最近距離的概念是直線距離，並因而激
發他們使用直尺測量、做圓、甚至做中垂線等數學方法。雖然他們所萃取出來
的物件還包含了一些具體物件，例如，門市、道路，但是在活動 A3中，他們
連結了這些數學的經驗，譬如，做圓或做中垂線的經驗是以點為出發。因此，
他們自然而然地將門市視為點。
從以上分析比較，研究者認為準教師能否將具體物件轉換成數學的物
件，其最重要的關鍵之一在於與數學的連結或數學方法的使用，而另外一個關
鍵則為思考的關鍵因素，此二者使得準教師在數學與情境中形成拉鋸。
2.分析數學物件關係
第 1組考慮門市之間的關係一直圍繞在具體的情境上，使用道路來劃分區
域。第3組與第5組雖然有使用數學的方法來幫助解決問題，但是他們在考慮物
件與物件的關係時，考慮的依舊是門市的性質，而不是當成數學物件的點來分
析之間的關係，例如，第5組考慮平面上門市認為每個門市負責一個圓形區
域。89
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第2組將平面上的點看成一些三角形的頂點，因此，整個平面被分成一些
不重疊的三角形組合，然後他們在每一個三角形內做中垂線劃分區域。第 4組
在平面上將相鄰的兩點做中垂線，然後慢慢修正所形成的邊界。他們將兩個點
的中垂線視為區域劃分的邊界。而其中比較特別的一位準教師連結了程式設計
的經驗，因而想要設計一個電腦程式來幫助他解決這個問題。
從以上這些分析比較，研究者認為當準教師的模式是一些具體物時，他
們在思考物件之間的關係是以具體的條件或限制為主。相對地，將具體物件轉
化為數學物件之後(類型 E 之準教師) ，分析數學物件的關係時，可暫時不考
慮具體條件，單純地討論數學物件之間的關係，例如，三點之間的中垂線，最
後形成一個數學模式。
二、準教師數學建模過程中形式化的機制
依據理論架構之數學建模過程，形式化的過程包含了理想化與數學化，
因此，準教師必須從複雜情境中進行理想化以形成情境模式，再透過數學化將
情境模式轉化至數學模式。以下將討論數學建模過程中的機制。
依據準教師從複雜情境出發所發展出來的模式，可將準教師處理具體問
題形成模式，主要分成兩個類型的模式:
(1)物件一模式( Object-Model) :其組成元素之間的關係是考慮交通
(真實條件) ，著重於物件，性質。例如，類型 I 發展出的真實模式，其使用的
的表徵物為具象表徵，包含生活經驗、道路、區域......等等。符合 Piaget經過
「經驗抽象」所產生的認知結果，因此，此模式比較難發展出較抽象的數學概
(2) 操作斗莫式 (Action-Model) :其組成元素之間的關係是考慮直線距
離為主，並理想化真實'[育境到視為平面，著重於物件操作，例如，類型 E 發展90 (當代教育研究〉季刊第十七春第四期
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出來的真實模式會使用數學工具(使用圓規做圓、做中垂線) ，以圖像表徵為
主，符合Piaget經過「擬經，驗抽象」所產生的認知結果，利用數學工具進行物
件操作。因此，他們逐漸發展了潛在的數學概念，但未脫離情境完全發展到數
學模式。
從數學的觀點來討論，從複雜情境發展到數學模式(如圖 12) ，物件模
式可以看成較接近複雜情境的模式，此模式的特性會比較注重具體物件的性質
(條件) ，而操作一模式可以看成比較接近數學模式的模式，此模式開始注意
物件之間的關係，是比較抽象的。
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圖 12 複雜情境到數學模式之間的二種模式
以模式的類型來分析準教師數學建模活動，兩種類形的發展歷程為以下
兩個截然不同的歷程(參考圖13) :
物件模式 現實模式
• object authentic
model model
操作模式 數學模式
actIOn mathematical
model model
圖 13 準教師數模式轉化歷程圖e 左台益、胡玫德
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類型 I :複雜情境→物件一模式→現實模式。
類型 n: 複雜情境→物件模式→操作一模式→數學模式或
複雜情境→操作模式→數學模式
沒有準教師能夠直接將物件模式或情境模式轉化為數學模式。
以上的研究分析已探討準教師發展模式之歷程，以下將綜合影響準教師
數學建模形式化之認知因素與準教師發展模式之歷程，討論數學建模過程中理
想化過程與數學化之機制。
(一)理想化過程
準教師從具體複雜的情境中接受訊息(文字與地圖)時，會提取他們的
經驗(生活或數學) ，從而激發他思考這個情境中的關鍵因素。他們思考關鍵
因素，並經由考慮具體條件限制，再反思這個情境的關鍵因素，而且會經由強
調或忽略抽取出一些物件，然後簡化問題，最後形成他們處理複雜情境的模
式。影響理想化過程的認知因素，為以下幾項:
(1)經驗提取:準教師在思考情境問題中，其所提取的經驗會直接影響
他所考慮的關鍵因素。類型 I 以生活經驗為主，所以激發他們思考一些具體的
因素，類型 E 以數學經驗為主，所以激發他們思考數學的因素。
(2) 簡化與假設:準教師發展出最初步的模式，會依據他所思考的關鍵
因素來建立模式，而模式簡化之程度與他們所思考的關鍵因素數量相關，考慮
的因素愈多，則所形成的模式愈複雜。類型 I 同時考慮許多條件因素，簡化問
題的程度較弱，所形成的模式比較具體。類型 H 能假設條件假設將問題簡化，
逐漸進入問題簡化與假設條件的理想化過程，形成了一個比較理想化的模式。
(3)抽取物件:準教師會從真實情境中抽取重要的訊息，以組成初步的
模式，而初步的模式的抽象程度與他們所提取的經驗以及思考的關鍵因素相
關，其所考慮的因素為具體的因素，則所抽取的物件愈具體。但以抽象的點或92 (當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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線來描述情境，不表示他們完全去掉具體情境，他們依然會使用抽象的物件來
詮釋真實情境。類型 I 思考的關鍵因素為具體因素，物件的抽象程度較弱，都
使用門市(圓圈)與街道等具體物件。類型 E 以數學經驗為主，並簡化思考關
鍵的因素，物件的抽象程度較強，可以使用點來描述門市，並以尺規做圖處理
問題。
由兩種類型處理複雜具體情境問題的過程，經過整理分析後，可以一個
歷程來說明:準教師從具體複雜的情境中接受訊息(文字與地圖) ，會提取他
們的經驗(生活的或數學的) ，而激發他思考這個情境中的關鍵因素(參考圖
14 )。
生活經驗
J巨 Q3 、
iHik
考
關
鍵
數學經驗 因
LJ 已
圖 14 準教師思考具體情境的歷程(PartI)
從準教師處理具體問題的過程中，比較兩種類型發現，準教師簡化問題
與形成模式的歷程(參考圖 15) :準教師思考關鍵因素，經由考慮具體條件限
制，再反思這個情境的關鍵因素，並且經由強調或忽略抽取出一些物件，然後
再形成簡化問題，最後形成他們處理複雜情境的模式，著重物件性質的物件模
式或物件操作的操作模式。準教師簡化問題與形成模式的過程，兩種類型主要
的差異即在於考慮的因素的複雜性。93
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準教師思考具體情境的歷程 (Part II) 圖 15
(二)數學化過程
準教師會連結數學經驗，將真實世界中的物件轉換為數學物件，再經由
分析物件之間的關係'形成數學模式。相反地，準教師如果一直考慮其體的條
件與經驗，他們會發展出複雜情境的現實模式，而不會往數學模式發展。影響
數學化過程的認知因素，為以下幾項:
(1)物件轉化:是指將情境模式中的物件(或組成元素)轉換視為數學
物件，亦即當準教師在處理問題時，會將物件視為數學元件，不同時具有情境
的特性與數學特性，僅在詮釋真實情境時才會賦予情境的特性。而在研究中發
現，準教師能否將其體物件轉換成數學的物件，其最重要的關鍵在於與數學的
連結或數學方法的使用。
(2) 分析數學物件關係:是形成數學物件關鍵的步驟之一，準教師必須
透過處理或分析數學物件，才能形成有系統的數學模式。而準教師在分析數學
物件的關係時，他們的認知特性是可暫時不考慮其體條件，只單純地討論數學
物件之間的關係，形成一個數學模式。9生 重it塾璽研究〉季刊筆十七卷第四現心心川j
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從準教師處發展模式的過程中，可以發現準教師轉化模式的歷程(參考
圖 16) :若準教師著重生活經驗(或具體條件)時，他們形成的模式會是一個
較複雜且其體的模式，我們稱之為「現實模式 J (authentic model) 。若準教師
能連結數學經驗，將真實世界中的物件轉化為數學物件，再經由分析數學物件
之間的關係'然後形成「數學模式 J (mathematical model) 。若準教師連結了
程式設計的經驗，有可能會發展出模擬模式，雖然在本研究中並無實際證據，
但在準教師的討論中可以發現其有此趨勢。
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圖 16 準教師轉化模式的機制
伍、結論與建議
本研究目的即在分析與瞭解準教師數學建模之形式化歷程，針對本研究
所提出的研究問題，以下依據實際發現以及綜合討論的結果提出結論。e 左台盆、胡致信
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一、數學建模歷程的認知因素與表徵系統
依據Kaput (1989) 的建構情境模式，認知表徵系統為基本理論架構，可
以將建模過程視為從其體情境中建立內在概念系統(模式)的認知過程。通常
在處理一個複雜的情境時，可能會用多種不同的表徵來表徵情境，且在處理這
些表徵的認知過程中，主要包含了二個部分:
(一)個體透過解析情境外在表徵轉化成為表徵之內在認知結構，再經
由表徵詮釋建立此情境的認知表徵，在建模歷程中形成情境模式。
(二)透過數量形之樣式特徵喚起認知表徵相關的數學概念與技能，成
為建模過程的數學結構，然後，個體將其投射於一個外在的形式表徵(模式)
用來表徵情境。
整合Kaput建構模式之認知表徵系統的觀點，將研究發現中所歸納出的五
個影響準教師數學建模歷程之認知因素形成一個認知系統(參考圖 1 7) ，以下
個別描述每個認知因素在認知系統中的意義與功能:
(a) 提取經驗:表示個體在解析(或思考)情境問題，而研究中發現其
所提取的經驗會直接影響他所考慮的關鍵因素。
(b) 簡化與假設與 (c) 抽取物件:表示個體在建立情境模式，而這兩
個因素通常會同時進行且互相影響。以下分別敘述其特徵:
簡化與假設:準教師依據他們所思考的關鍵因素來簡化情境與假設條件
以建立情境模式，簡化的程度與他們所思考的關鍵因素數量相關，考慮的因素
愈多，相對地，假設條件也愈多，則所形成的模式愈複雜。同時考慮許多條件
因素，簡化問題的程度較弱，所形成的模式比較其體。
抽取物件:從真實情境中抽取重要的訊息以組成模式，是建模過程中必
經的歷程，而模式的抽象程度則與他們所提取的經驗以及思考的關鍵因素相96 <當代教育研究〉季刊第十七卷第四期
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(e) 分析數學物件關係 (d) 轉化數學物件
數學結構
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(b) 簡化與假.設 情境模式 表徵結構
(c) 抽取物件
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數學模式 (表徵) 具體情境
一一一一一---=7
模式(表徵情境)
圖 17 數學建模之認知表徵系統
關，其所考慮的因素為具體的因素，則所抽取的物件愈具體。但以抽象的點或
線來描述情境，不表示他們會完全丟掉具體情境，他們依然會使用抽象的物件
來詮釋真實情境。
Cd) 轉化數學物件:表示個體重新表徵真實情境，並以數學的物件表
示。在研究中發現，準教師將所形成之模式中的物件(或組成元素)轉換視為
數學物件，亦即當準教師在處理問題時，會將物件視為數學物件，且以數學結
構為主要考量，他們可能會暫時脫離具體情境之限制，僅在詮釋真實情境時，
是才會賦予情境的意義。
Ce) 分析數學物件關係:表示個體在建構數學模式。而在研究中發現，
準教師分析數學物件關係是形成數學物件關鍵的步驟之一，準教師必須透過處
理或分析數學物件，才能形成有系統的數學模式。而準教師在分析數學物件的
關係時，他們的認知特性是可暫時不考慮具體條件，只單純地討論數學物件之
間的關係'形成一個數學模式。聲聲 左台益、胡政德 97 糊口 總仰
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在整個數學建模歷程中，上述的五個認知因素具有一致性(cognitive
unity )的特性，從一開始的提取經驗到最後的轉化數學物件與分析數學物件
關係，準教師所思考與討論的方向顯示出其認知的一致性，而非跳躍性的思
維。
二、數學建模之師資培育課程建議
數學建模是重要的數學能力之一，因此，在師資培育課程中需提供中學
教師的數學建模課程，從高觀點數學連接中學數學的數學學習，以強化他們的
數學建模的知識與經驗。根據本研究的結果，針對數學建模之師資培育課程提
出以下三點建議:
(一)引導簡化情境
研究結果顯示，準教師要從複雜的情境發展數學概念並不是那麼容易
的，大部分的準教師在活動中的表現都是如此困難與複雜，更不用說希望小學
生、中學生在建模活動中來進行複雜情境的問題。而從數學建模歷程的認知特
性顯示，建模者的數學建模歷程發展其有一致性，因此，在數學建模活動過程
中須適時地引導建模者將具體的情境簡化，以避免建模者陷入愈來愈複雜的認
知負荷。所以，教師的角色不是僅以後設的角度來監控建模者的建模歷程，更
需在教學中適時地引導建模者假設條件與簡化情境。
(二)引入數學經驗
研究結果亦指出，準教師從具體情境中出發，在第一時間，他們會提取
其經驗，包括生活經驗與數學經驗。另外，建模者在形成自己的情境模式後，
將其轉化為數學模式文是學生困難的作業之一，而其關鍵就在於與數學的連
結。因此，教師在布置具體真實的情境時，需要考量建模者的生活經驗以及數
學經驗，甚至可以提供數學工具(例如，數學軟體、電腦繪圖工具......等98 (當代教育研究〉季刊第十七春第四期
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(三)電腦模擬做為操作模式
在本研究中顯示，準教師建模過程中需要透過物件的操作，他們從複雜
情境中建立出操作模式，再朝向數學模式發展。研究者認為，電腦模擬可以提
供建模者操作物件之輔助，讓建模者能著重於物件的操作。因此建議於數學建
模活動中，可提供適當的數學軟體，以方便進行電腦模擬。
三、未來研究建議
本研究主要在分析與瞭解準教師數學建模形式化的細部歷程，包含理想
化與數學化之引模過程。因此，研究範團與結果有所限制，從研究過程與結果
中引起了我們需要更多關注的問題做為未來研究建議:
(一)如何設計探索模式的活動
一般的數學家或科學家在建立數學模式之後，還是會留在數學世界來分
析模式的性質，而且會去詮釋模式在問題中的意義。雖然在這個研究中發現準
教師已經建立初步的Voronoi圖的模式，但是，本研究中的準教師在這些活動
中並不會立即地分析數學模式的性質，由此可知，準教師沒有數學建模的整體
概念，尤其是模式的詮釋，更是他們的困難點。因此，將來在進行數學建模活
動時，如何設計數學建模過程之中探索模式及其意義的詮釋活動，將是下一個
重要的研究問題。
(二)如何使用電腦科技於建模活動
在數學建模歷程中，準教師在複雜的情境中比較會發展出理想化的模
式，並不是可以自然地朝著數學化發展。而連結理想化與數學化之關鍵因素是
數學工具，它是一個中介工具 (mediating tool) ，可以提供機會讓學生操作及
注意物件之間的關係。電腦化教學環境常常被使用來當成中介工具，讓學生能@ 左台盆、胡致信 99
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夠從具體複雜的情境中，藉由電腦化教學環境來進行情境抽象，然後逐漸地進
行數學抽象，以幫助學生從複雜情境中學習數學概念。因此，如何在數學建模
教學過程架設鷹架，或如何利用電腦科技來幫助建模，都是值得進一步研究的
問題。
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